Chapitre C

Transformation de Fourier

C.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables
Définition C.1.1. Soit f € L1(RY). La transformée de Fourier de f est la fonction Ff,
ou encore fA, définie sur RY par
Fr() = f(¢) = /Rd e EF(x) dx.
Le théoreme de convergence dominée et le théoreme de Fubini permettent facilement
de démontrer le résultat suivant.
Proposition C.1.2. Soient f, g dans L1(R?). Alors
a) Ff est continue sur RY, || Ff| = < ||f|l 2 et Ff(€) tend vers zéro a I'infini;
b) On a F(f xg) = (FFf)(Fg).
La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance a I'infini.
Proposition C.1.3. Soit ¢ € LY(RY), soit m un entier dans N et soit a € RY.
a) Si (x)Mp € L}(RY) alors Fo € C™(RY) et pour tout |a| < m

(i0)g (Fe) (&) = F(x*9)(§) - (C.1)
b) Sip € C™(RY) et 8%p € LY(RY) pour tout |a| < m, alors
Vel <m,  F(87¢)(€) = (iI)*Fo(€) . (C2)

c) La transformée de Fourier de la fonction (T.)«p := @(- — a) est donnée par
F((1a)e0) (€) = e Fp(§) .
d) La transformée de Fourier de la fonction x — €'¥*(x) est donnée par
F(e™9) (&) = (Ta)-Fo(£)
Démonstration. Nous ne démontrons que les deux premiers points, les autres sont laissés
en exercice.
a) Soit ¢ € L1(RY), telle que (x)Mp € LY(R?). L'application
¢ — e Ep(x)
est de classe C* pour presque tout x et I'on a
8, (67 %p(x)) = —ixie”*%p(x)
et comme
lixie™ ™ p(x)] = [x(x)|
on peut appliquer le théoreme de dérivation sous I'intégrale pour en déduire que
B, (Fp)(€) = F(—ixip)(€) .
64
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Par récurrence on obtient
O (F)(€) = (=) *F(x*p)(£),
d'ou le résultat (C.1).

b) Pour démontrer (C.2) commengons par étudier le cas m = 1. Considérons une suite
régularisante . et posons

Ve =Cexp.
Alors
e — @ et Oyp. — Oy dans LY(RY).

Une intégration par parties (utilisant le fait que @, tend vers zéro a l'infini pour tout € > 0)
montre que

/e")ggfaxjcpg(x) dx; = I§; / e~ X% e (x) dx;
donc
j:(axJ(Pe)(g) = 1§Fpe(§) .
Comme
||-7:(8XJ‘PE) - j:(axj(p)HLOC < ||a>g(P5 - axj(PHLl

et de méme pour Fpe (&) — Fp(€), le résultat suit. Le cas général s'obtient de méme. La
proposition est démontrée. O

Lemme C.1.4. Soit A € My(R) une matrice symétrique réelle définie positive de taille d,
et posons

1 -
Ga(x) = = e 2AT)x e RY.

Alors Ga € S(RY) et
FGa(€) = e 2A9%.

Démonstration. La matrice A est symétrique réelle donc on peut écrire
A=QDQ!, avec D =diag (A1, ..o Ag)

avec @ matrice orthogonale et D matrice diagonale avec tous les \; réels. Par ailleurs quitte
a permuter |'ordre des vecteurs propres on peut toujours supposer Ay > Ao > --- > Ay > 0,
et comme A = Al > 0ona )y > 0. Montrons tout d’abord que G4 est un élément de S(RY).
On a pour tout 8 € N9

P Ga(x) = Pp(x)e 240
ol Fg est une fonction polynédme, donc
[6°Ga(x)| < |Ps(x)|e/2x

ce qui donne le résultat.
La premiére étape consiste a se ramener au cas ol d = 1. Dans l'intégrale définissant
la transformée de Fourier de G4 on pose

y =Q'x et n:=Q%.
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On a alors

FGa(§) = [ €7¢Ga(x) dx ) [e@nee gy
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e Fubini implique ainsi qu'il suffit de faire le calcul
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Puisque A; > 0 pour tout j, le théoréme
pour d = 1. Soit donc A > 0 et posons

I
o

an(x):
On aura alors .
FGa(§) = Hfng(m) . n:=Q%¢.

j=1
La fonction gy est un élément de S(R) et

X
g (x) = —ng(x) . Yx€eR.

En appliquant la transformée de Fourier a chaque membre de cette égalité et en utilisant la
Proposition C.1.3 il vient

, i
mFan(n) = =5(F9\)'(n)
et donc )
Fga(n) = Ce™2M".
Comme de plus
Fgr(0)=C = /gx(x) dx =1

on en déduit que

d
FGa€) =[] For(m)
Jj=1
d

= H e_%xlnf

j=1
1 d
— e Il A
= e_%Dn.n = e_%AEE
Le lemme est démontré. O

Théoréme C.1.5 (Inversion de Fourier). Soit f € L*(RY) telle que Ff € L*(RY). Alors
on a presque partout sur RY

) = Gy L, € EFFE) d = g PN,
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ot pour toute fonction g € L1(RY),

Fo()i= | e*q(e) de.

. . . 1 i
Démonstration. Si nous calculons la valeur au point x de (Q)d/ e € FF(£) d€ nous
s Rd

i e ( [ e eray) ae

mais le théoréme de Fubini ne peut s'appliquer. L'idée est d'évaluer a la place l'intégrale

1 IX —6
1£0) = g7 [, €0 ) dye,

de deux facons différentes.

trouvons

On commence par intégrer d’'abord par rapport a y, on a alors

_ 1 ix-& —52
le(x) = 2r)? /Rde e Ff(€)d¢

et par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue il vient

lim lo(x) = ! d/ e™EFF(¢) de .
Rd

e—0 (2m)

Mais en intégrant d'abord par rapport a ¢ on peut utiliser le Lemme C.1.4 avec A =g~ Id,

qui implique que
d
bl

€ / o i) _5\5\ de = e ;g@l
(vV2m)? Jpa
On obtient alors
) = s [ Fe " ay
(V2me)d Jra
En d'autres termes
2
le=gexf, avec geg(x):= (\/Tirs)de;

et donc /¢(x) converge vers f(x) pour tout x et le résultat suit par unicité de la limite. O

C.2. Transformation de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz

Théoréme C.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F avec les notations du Théoréme C.1.5.

Démonstration. On déduit facilement de la Proposition C.1.3 que la transformée de
Fourier applique S(RY) dans lui-méme. En effet on a pour toute fonction ¢ € S(RY)

(€)% (i0e)P Fop(£) = / e 0% (xPp(x)) dx

donc
sup sup |€% 86.7-"(;)( )’ <  sup ‘8"‘ xPop ‘
|| <m,[B|<p g€R? || <m,|B|<p < () L(RY)
<C sup H( yPlo “w‘
la|<m.|BI<p L1(RY)

par la formule de Leibniz. On remarque que

/ )82 (x)] dx < / (x) "I (x)BIFHL 5 (x) | dx
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donc puisque x — (x)~971 est intégrable sur RY on obtient

5“8?]—‘(;)(5)‘ <cC sup H<X>|m33‘/’(x)H
le|<m,|B|<p+d+1

sup sup

la|<m,|B|<p £€RY L (RY)

La transformée de Fourier applique donc bien S(RY) dans lui-méme et on conclut grace au
théoreme d'inversion de Fourier C.1.5 puisque ¢ et F¢ sont en particulier dans Ll(Rd). O

Théoréme C.2.2 (Formule de Parseval). Soient @, 9 et V trois fonctions de S(RY),
alors

2) / Fo(€)W(e) dé = / () F(x) dx
b) / 0()T(x) dx = (2m)~ / Fo(&)FU(E) dt

Démonstration. a) Grace au théoréme de Fubini on a

[Fe@w©de= [ ([ e o0 ax)uie de

= [ ([ et de) ot dx
- [etorveoax,
ce qui démontre a).
b) Soit maintenant f := (2m)~9FW, qui vérifie
Ff(x) =W(x).

En appliquant a) a ¢ et f on trouve

(2m)~° / F(&)FU(¢) dé = / Fo()F(€) de
—/tp(x)\ll(x) dx

et le théoréme est démontré. O

C.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

La transformation de Fourier des distributions tempérées se définit par dualité, grace au
Théoréme C.2.2.

Définition C.3.1. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. La transformée de Fourier
de S est la distribution FS définie par

Vo € S(RY),  (FS @) = (S, Fp).

Notons qu’au vu de la démonstration du Théoréme C.2.1, la distribution FS ainsi définie
est bien une distribution tempérée.

Remarque. On a aussi
Vo e S(RY), (FS,0)=(S5Fo).

Proposition C.3.2. Si f € LY(RY), alors la transformée de Fourier de la distribution T¢
est la distribution tempérée définie par Ff : on a

FTr=Trr.



C.3. TRANSFORMATION DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS TEMPEREES 69
Démonstration. Soit ¢ € S(RY), alors

(FTe o) = (Tr, Fop) = /R , f(x)( /R ) e X Ep(¢) dg) dx .

La fonction
(x, &) — F(x)p(€)

est intégrable sur R? x RY donc le théoréme de Fubini implique que

/R A6 /R e *p(e) de) dx = /R Gl /R e (x) o) d

FTro) = [ w©Fr© o,

d'ou le résultat. O

et donc

Théoréme C.3.3. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S'(RY) dans
lui-méme, d'inverse (2m)~9F.

Démonstration. |l suffit d'utiliser le Théoreme C.2.1 en notant que pour toute distribu-
tion S € §'(RY) et toute fonction ¢ € S(RY),

(FFS, @) = (S, FFp) = (2m) (S, ¢},
(FFS, @) = (S, FFp) = (2m)(S. o).
Le résultat suit. O

Proposition C.3.4. Soit (Sp)pen une suite de distributions tempérées convergeant
vers S dans §'(RY). Alors FS, converge vers FS dans S'(R?).

Démonstration. Il suffit d'écrire pour tout ¢ dans S(RY)
La proposition suit. O

Proposition C.3.5. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. Alors

a) Si S est paire - resp. impaire - (au sens o1 S = S - resp. S = —S) alors FS est
paire (resp. impaire).

b) Pour tout k € {1, ..., d} on a

c) Pour tout k € {1, ..., d} ona
F(xxS) = i0¢, FS.
d) Si T, est la translation de vecteur a, alors en définissant S o T, par
Vo € S(RY), (SoTa )= (S, poT_,)

on a
F(SoT,) =e?¢Fs.

e) Pour tout a € RY on a

F(e'**S) = (FS)oT,.
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f) Si hy est la dilatation de rapport \ définie par
Vo e S(RY), (Sohy )= X"9S @oh)

alors
F(Sohy) =|M"9mFS;

Démonstration. On ne va démontrer que deux points, les autres sont laissés en exercice.
Soit une fonction ¢ dans S(R9).

b) Ona
(F(6kS). @) = (0S, Fp)
= —(S,0kF)
= —(5, F(—i&kp))
= (FS, ikkp) = (I&F S, ) .
c) Ona
(F(xkS), @) = (xS, Fe)
= —(S. xkFp)
= —(5, F(=idg,0))
= —i(FS, 0¢,p) = (i8¢, FS. ).
La proposition suit. O

Exemple (Transformation de Fourier de la masse de Dirac). On a
Fdo=1 dans S'(RY),
et plus généralement pour tout a € RY
Foa(6)=e %7, ¢eR.
En outre
(Fo%80) (&) = (i)™, € eR,
et plus généralement pour tout a € R

(F8%6,)(€) = (i) 7, ¢eR7.

Exemple (Transformation de Fourier des polynémes). On a

F1=(2m)%,,
et
Fx* = (2m)dil*laas, .

Proposition C.3.6. Toute distribution tempérée harmonique dans RY est une fonction
polynémiale.

Démonstration. Soit T € S’(RY) telle que

AT =0 dans S'(RY).

On sait que

F(AT) =—|¢PFT =0 dans S'(RY),



C.4. TRANSFORMATION DE FOURIER DES FONCTIONS DE CARRé SOMMABLE 71

donc FT est une distribution a support réduit a {0}. C'est donc une combinaison linéaire
de la masse de Dirac et de ses dérivées, d'aprés le Théoréme B.4.5. On a donc pour un
entier m

FT =Y a,0%0.

loe|<m
Comme
F(6%o) = (i§)*
le théoréme d'inversion de Fourier C.3.3 implique que

T = (Qi)d D aa(—i)*.

lo<m

Le résultat suit. O

C.4. Transformation de Fourier des fonctions de carré sommable

On note pour toutes fonctions ¢ et 9 de L2(RY)
(ohb) ey i= [ w0(x) dx.

On rappelle qu'il s'agit d'un produit scalaire qui fait de Lz(Rd) un espace de Hilbert.

Théoréme C.4.1 (Plancherel). La transformation de Fourier définie dans 8'(RY) est un
isomorphisme de I'espace L?(R?) dans lui-méme, d’inverse (2m)~9F. En outre on a

1
(@lY) 12y = W(}—WU’—"IJ)B(RC’)

pour tous @ et ¢ de L?(RY).

Démonstration. Montrons tout d'abord que (2%)*%}' est une isométrie de S(RY) dans

: . d . . .

lui-méme pour la norme L2, c'est-a-dire que (2m)~2F conserve le produit scalaire défini
ci-dessus. Soient donc ¢ et 9 deux fonctions de S(R?), on a

/ P(x)B(x) dx = (Qi)d / Fo(&)FD(E) de

par la formule de Parseval (Théoréme C.2.2 b)) donc (2%)_%.7-" conserve le produit scalaire
et donc la norme L2, pour les éléments de S(RY). Il en est de méme de (27r)_%?.

Il s’agit donc maintenant d'étendre ce résultat aux éléments de L?(R?). Comme S(RY)
contient D(RY), il est dense dans L?(R9). Soit donc f € L%(RY) et (fy)nen Une suite
de S(RY) convergeant vers f dans L2(RY). Alors par isométrie, la suite (Ffy)nen est de
Cauchy dans L?(R9) et elle converge donc vers une limite g dans L?(R9). L'espace L?(RY)
s'identifiant a un sous-espace de S'(RY), (Ff,)nen converge vers Ff dans S’(RY) par la
Proposition C.3.4, et donc par unicité de la limite Ff = g dans S’'(R?) et Ff se prolonge
en une forme linéaire continue sur L2(R?). Par continuité de la norme on a de plus

_d
@m) 2| FFll 2may = Il L2(ro) -

En appliquant le méme raisonnement a (27()_%? on conclut que (27r)_%? et (27r)_%.7:
sont deux isométries de L?(RY) dans lui-méme, dont les composées a droite et a gauche
sont égales a I'identité, et le théoréme est démontré. O
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C.5. Transformation de Fourier des distributions a support compact

On définit pour tout € € RY la fonction de classe C* sur R

RY — C
% x — e~ XE

Proposition C.5.1. Soit E € £'(RY). La transformée de Fourier de E est la fonction de
classe C® sur R? donnée par

FE(&) = (E &)

De plus FE est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens ot pour tout o. € N9
il existe un entier m € N et une constante C tels que pour tout € € RY,

|0*FE(&)] < C{)™.
Démonstration. Soit la fonction

v(€) == (E, e).
En remarquant que
v(§) = (E. xee)

avec x € D(Rd) valant 1 au voisinage du support de E, on peut appliquer le théoréme de
dérivation sous le crochet qui implique que v est de classe C™ et pour tout £ € RY et o € N9

Ogv(§) = (E. xF e)
= (E. (=1-)"xee) -

Montrons que v est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. Soit K un voisinage
compact du support de E et p I'ordre de E. Alors pour tout a € N il existe une constante C
telle que pour tout ¢ € RY,

|0g'v(§)] < Csup sup |8§(X°‘x(x)e5(x))| < C{é)P.
xeK |BI<p

Montrons enfin que FE = v. Soit ¢ € D(Rd), alors d'aprés le théoréme d'intégration sous
le crochet, on a

(v.p) = / V(E)p(E) de
- / (E. ec)p(€) de

— (£, [ cwl©)de)
= (E, Fop)
=(FE,p)

ce qui démontre la proposition. O
Proposition C.5.2. Si S € S'(RY) et E € £'(RY), alors on a dans S'(RY)

F(S+E)=FEFS.
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Démonstration. Nous allons commencer par traiter le cas particulier de la convolution
d'une distribution £ de &'(RY) et d'une fonction ¥ de D(RY). On sait par la Proposi-
tion B.7.3 que E x 1 appartient a D(Rd). On écrit alors, grace au Théoréme B.4.9 d’'inté-
gration sous le crochet,

F(E «9)(€) = / e E(E P(x — ) dx

= (E, / e P (x — ) dx).
Mais
/ e Y(x — y) dx = Fyp(g)em ¢
On en déduit que
F(Ex9)(€§) = (E, Fb(§)ee)
= FY(E)(E. &)
= FY(§) FE(E) .
ce qui est le résultat annoncé.
Ce résultat se généralise par densité au cas ol ¥ appartient 3 S(R?) : en effet si (1,) nen
est une suite de D(RY) convergeant vers ¢ dans S(R?), alors
VYneN, F(Exv,) =F,FE
et I'on sait que E x 1, converge vers E x1) dans S(RY) grace a (B.11). Par continuité de F
dans S(RY) on a donc
F(E x,) — F(E x,) dans S(RY).
Par ailleurs il est facile de voir que
Fo FE — FY FE dans S(RY)

donc le résultat suit.

Considérons maintenant le cas de £ € £'(RY) et S € S'(RY). On remarque que E x S
appartient a §’'(R9) grace a la Proposition B.7.5. Par ailleurs FS appartient a S’'(RY) et FE
est une fonction de classe C*° a croissance polynémiale ainsi que toutes ses dérivées d'apres la
Proposition C.5.1, donc (toujours par la Proposition B.7.5), la distribution FE FS appartient
a S'(R9). Montrons maintenant que F(Sx E) = FE FS dans S'(R?). Soit ¢ € S(RY). On
a

(F(ExS),p) = (S ExFop).
Mais par le calcul précédent
E« Fo = (2n) 9 FF(E » Fop)
= (2m) Y F((FE)(FFyp)),
donc comme FE = FE,
ExFo=F((FE)yp).

[l vient alors
(F(ExS).¢) = (S, F((FE)p))

= (FSFE, p).
Le résultat est démontré. O

Théoréme C.5.3. Soit E une distribution a support compact dans R. Alors la fonc-
tion C*°(R) donnée par FE se prolonge en une fonction holomorphe sur C.
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Démonstration. Soient £, n € R. fonction
€ i | X — e (EFmx
est de classe C® sur R, donc on peut définir la fonction sur R2

V(&) €R?, F(6,m) = (E. i) -
On montre comme ci-dessus que F € C*°(R?). On a en particulier
OcF (& m) = (E, —ixecin) et OpF(§,m) = (E Xxeetin) .
La fonction F vérifie donc les équations de Cauchy-Riemann
V(€,m) €R?, (8¢ +iBy)F =0
et donc la fonction

(E+im)eCr— F(&m)

est holomorphe. Comme par ailleurs

FE(§) = (E, &) = F(£,0)

le résultat suit. O

C.6. Transformation de Fourier et séries de Fourier

On se place ici en dimension 1 pour simplifier I'exposition. On remarque que toute fonc-
tion continue périodique sur R est bornée sur R et donc définit une distribution tempérée
sur R. C'est I'un des avantages du cadre des distributions tempérées pour étudier la trans-
formation de Fourier, contrairement a L1(R) ou L?(R).

Théoréme C.6.1 (Formule sommatoire de Poisson). La distribution
T .= Z 5;(
kEZ
appartient 3 S'(R) et sa transformée de Fourier est

FT =27 bokn-
kEZ

Démonstration. On note que pour toute fonction ¢ € S(R), la somme Z (k) est finie

kEZ
donc T est une distribution tempérée (voir les exemples page 59). Calculons sa transformée

de Fourier. On a
T=Tom
donc
FT(€) = F(Tom)(§) = e*FT(¢)

ce qui implique que le support de FT est inclus dans 27Z. Soit maintenant x une fonction
de D(R) supportée dans | — w/4, w/4[ et égale a 1 sur | — w/8, w/8[. On a alors

FT =Y x(-—2mk)FT.
keZ.
Par ailleurs on peut écrire

0= (e —1)x(&—2mk)FT = (¢ — zqu) x(g 2mK)FT .

$2k
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Mais on peut montrer (exercice!) que si une distribution S vérifie (x —a)S = 0 alors il existe
une constante Cy telle que S = Cpd,. Il existe donc une constante Cy telle que

et —1
mx(i —2mK)FT = Cybonk -
o€ _
Comme m — i quand £ — 27k on a
X(& = 27K)FT = —iCxbonk ,
et donc

FT = —iCxbonk -
N/
[l reste a calculer les coefficients Ci. On a

e?™T =T dans S'(R)
donc
FT oTon =FT .
On en conclut qu'il existe une constante ¢ € C telle que
—iCk=c VkeZ.

Il s'agit donc maintenant de calculer c. Soit ¢ € S(R) et y € R, on a

c> p@rk+y) = (FT,o(-+y))
kEZ

=(T.F(e(- +v)))
= (T, e_,Fo)

= Fo(k)e™ .

KEZ

Aprés intégration sur [0, 2] il vient (en appliquant le théoréme de convergence dominée
pour justifier I'interversion de I'intégrale et de la série)

2(k+1)m

C/R(p(X) dx = CZ/ ©(x) dx
= CZ/O 2Tk +y)dy
2m
— iky
Z]’(p(k)/o e dy

kez
=21F(0)

= 27r/ p(x) dx
R
donc ¢ = 2m. Le théoréme est démontré. O
Définition C.6.2. Une distribution T € D'(R) est dite périodique de période a si
ToT,=T.

Proposition C.6.3. Toute distribution périodique sur R est tempérée.
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Démonstration. Soit 19 une fonction positive, a support dans | — 2,2[ et égale a 1
sur [—1,1]. Alors
W(x) = P(x+k)
kEZ
est une fonction bien définie (car la somme ne fait intervenir qu'un nombre fini de termes)
et on a W(x) > 0 pour tout x € R. Par ailleurs W est 1-périodique, et la fonction

_ ¥x)
(l)(X) T \U(X)
est dans D(R) et vérifie
> dx+k)=1.

keZ
Soit maintenant T une distribution 1-périodique, on a

T=> ¢(+KT=> (¢6T) o7
keZ keZ
puisque T o T, = T pour tout entier k. Soit ¢ € D(R), on a
(T.o) = {(@T) 0T 0) = > (6T (- — k).
kez keZ

Mais comme ¢T € E'(R), il existe un entier m et une constante C > 0 tels que dés
que |k| > 3 alors
(6T, @(- = k)| < C max sup [o{¥)(x — k)|
QSM |x|<2

C
< Wﬁz,m((ﬂ)
ce qui conclut la démonstration. O

La proposition suivante fait montre comment la théorie des séries de Fourier des fonctions
continues périodiques s'inscrit dans le cadre de la théorie de la transformée de Fourier des
distributions tempérées.

Proposition C.6.4. Soit T € D'(R) une distribution 1-périodique. La transformée de
Fourier de T est donnée par la série convergente dans S'(R)

FT = 2%2 CkOoni avec cx = F(¢pT)(27k),

ke
ot ¢ € D(R) est n'importe quelle fonction vérifiant
Z d(x+k)=1.
kEZ

On remarque que si f est une fonction continue 1-périodique, alors

Ck = /((l)T)(X)e_Q”rkX dx

£+1 _
— Z/Z (¢T)(X)e—2/7rkx dx

LEZ

1 .
= Z/ H(x + )T (x)e 2™ gx
0

LEZ

l .
—/ T (x)e 2™ dx
0
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ce qui correspond bien au kiéme coefficient de Fourier de f. Passons maintenant a la dé-
monstration de la proposition.

Démonstration. Soit ¢ € S(R), on a
(FT.0) =((D_o(+K)T. Fo)

keZ
= (D _(¢T) o T, Fop)
keZ
car ToTy, =T, et donc

(FT, @) = (¢T. Y (Fo)(- — k))

keZ
= (¢T. Y (Fo)(- +k)).
keZ
Mais d’aprés la formule sommatoire de Poisson on a (en rappelant que e, (£) 1= =€),

Y (Fo)x+k)=>_ Flpe)(k)

KEZ kEZ

= (> ok Flpe)

kEZL

= (F(X_ ). 0ex)

kEZ

= 27T< Z 627rkv (Pex>

kEZ
=2 Z (2mk)e2mkx
keZ

[l vient donc

(FT. @) =271 (6T, eank)p(27k)
KEZ

=2m Y F($T)(2mk)p(2mk)
keZ

= (21 Y " F(¢T)(2mk)Somk, ©) .
Y/
ce qui conclut la démonstation. O

C.7. Espaces de Sobolev
C.7.1. Espaces de Sobolev sur RY.
Définition C.7.1 (Espaces de Sobolev H5(RY) et HS(RY)). Soit s un nombre réel.

L'espace de Sobolev HS(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles que
Ff e L2(RY; (€)% df).
On pose alors

e = [ (©IFFOP de.

L 'espace de Sobolev homogéne H*(RY) est I'ensemble des distributions tempérées f telles
que Ff € Ll (RY) et

loc

Ff e L2(R; €% d¢) .
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On pose
3y = [ JEPIFFEQP dE < +oo.
Rd

Proposition C.7.2. Les espaces de Sobolev H5(R?) sont des espaces de Hilbert pour le
produit scalaire

(719) ey = | (€75 FFEFaE) de.

Les espaces de Sobolev homogénes H*(RY) sont des espaces des Hilbert pour le produit
scalaire

(719) ey = | 16P5FFE)FaTE) d
si et seulement si s < d/2.

Démonstration. Le cas des espaces inhomogeénes H*(R9) se traite en remarquant que la
transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique entre H5(RY) et L2(RY; (¢)%s d¢).

Dans le cas des espaces homogénes commengons par supposer que s < d/2 et soit (f,) nen
une suite de Cauchy dans H5(R?). Alors (?,,)neN est une suite de Cauchy dans L2(RY; |¢]?° d¢)
donc il existe une fonction @ € L2(RY; |£]?° d€) telle que la suite (fn)neN converge vers ¢
dans L2(Rd; |€]%° d€). Montrons que ¢ est une distribution tempérée, que f := F 1y ap-
partient & H*(R9) et que (f,)nen converge vers f dans H*(R?). Puisque s < d/2 on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/B(O'” elolde= (/Rd €1%%[o(&)[? d5>% (/B(O,l) €72 dﬁ)% <.

On en déduit que 1p(g 1) appartient a I'espace L1(RY). Comme lcg(o,1)p appartient
a L2(RY: (¢)?° d¢) on obtient que ¢ est une distribution tempérée. Soit f := F 1o, alors f
appartient a H5(R9) et on a bien que (f,)en converge vers f dans H5(R9) puisque (fy)nen
converge vers ¢ dans L2(R?; |¢]?° d¢). Donc HS(RY) est complet si s < d/2.

Dans le cas oli s > d/2 on considére la fonction sur HS(R9)
¢:fr— ||’?||L1(B(0,1)) + 11l g ey -

On constate facilement que ¢ est une norme sur H%(RY) et que H*(RY) est un espace de
Banach pour cette norme. En considérant I'application identité

(FoRY), 8) — (FERD. | o)
qui est linéaire, continue et surjective on constate que si I'espace (H$(RY), || - ||H5(Rd)) était
complet, alors il existerait par le théoréme de I'application ouverte une constante C telle que
VF € HRY),  ¢(F) < ClIflgsqon
ce qui impliquerait que
IC>0, VFe H*RY), [flliasou) < Clfllasme) -

Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grace a I'exemple suivant : soit C une
couronne de RY centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0,1), telle que CN2C = P et

soit la suite .
n a
2q(5+2)
fn = .7:71( E 12—qc) .
q=1 q
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Alors I'hypothése C N 2C = () permet d'écrire que

n
Ifalli2cgony) =C1 Y
q=1

26/(5—%)
q

=[C|

et

n

1
||fn||2Hs(Rd) < Cs ? <C', Cs:= / |77|2S dn,
=1

et comme s > d/2 on en déduit que ||?H 11(B(0,1)) tend vers I'infini avec n alors que [|fp] s (ga)
est bornée. La proposition suit. O

Exercice. Soient r, s et t trois réels.

a) Sis < talors H{(RY) C H5(RY) et cette inclusion définit une application linéaire
continue : on a

1l sy < NFll ey VF € HY(RY).
b) Sir<s < talors H N HY(RY) c H(RY) et on a
1l gy < DLy Gy 1 ey - F € 70 HECRE),
avec s = (1 —0)r + 6t.
c) L'application linéaire
feH (R Lre (H(RY)",

ol Ly est la forme (anti)-linéaire définie par

1
L) = g [ FAOF@ o,

est un isomorphisme linéaire isométrique entre I'espace H‘S(Rd) et le dual topo-
logique (HS(Rd))* de H*(RY).
d) Si|s| < d/2, I'application linéaire
feH (RY) — L e (H(RY))"

ol Ly est la forme (anti)—linéaire définie par

Le(p) = ff(&)fw(é) dé

(2 )d
est un isomorphisme linéaire isométrique entre |'espace H‘S(Rd) et le dual topo-
logique (H*(R9))™ de H*(RY).

Proposition C.7.3. Pour tout entier k, I'espace H*(R?) est I'espace des fonctions
de L%(RY) dont toutes les dérivées au sens des distributions jusqu'a I'ordre k sont dans L?(RY)

et l'on a
11 ey ~ D 10%F 172 gy
|| <k

Démonstration. On rappelle que 8%f appartient a L2(RY) si et seulement si £2Ff ap-
partient a LQ(]Rd). Comme pour tout entier k il existe une constante C telle que pour

tout ¢ € RY
i+ D eP) <@ <c(i+ Y er).
la|<k || <k
la proposition suit. O



80 C. TRANSFORMATION DE FOURIER

Proposition C.7.4. Soit k un entier et o €10, 1[ un réel. Posons s = ¢ + k, alors

8%f(x +y) — 0 F(x)|°
By ~ 3 10 o+ 3 [ | 1 " axdy.

dwRd
la|<m lal=m xR

Ce résultat est une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition C.7.5. Soit s €]0, 1[ un réel. Alors I'espace H*(R?) s'injecte continiiment

dans L2 _(RY) et il existe une constante C telle que

_ Flx+y) — F(x)|°
Ve HS(RYY, |IFI? :C/ | dxdy . C3
€ H*(RY), IF1l3sgay [ xdy (C.3)

Démonstration. Le fait que f appartienne a L,ZOC(Rd) est simplement une conséquence
du fait que

f - f_l(lB(Ovl)ff) +f_1(1c5(0v1).7:’f) .

En effet 1p(o,1)Ff est une distribution a support compact donc }'_1(15(0'1).7-'7‘) est de
classe C*° et donc dans L,ZOC(Rd). Par ailleurs comme s > 0 on a que 1cg(g 1)Ff appartient
a L?(RY) et donc ]—'*1(153(01)}7) aussi. Montrons I'égalité (C.3). On a par le Théoréme
de Plancherel C.4.1

B 2 1 ive 112 2
V) = 0P dx = g [ 1e7€ = 1P IFrP a

donc

f(x+y)—fF 2 1
/RdXRd } (X |y)131+25 (X)} dxdy = (27r)d /Rd L(€)|}-f(f)|2d§

s - 1f

avec L(& ::/ ———dy.
© Rd |yldt2s

Comme la fonction L est radiale et homogéne de degré 2s elle est proportionnelle a |£]2°,
et la proposition suit. O

Corollaire C.7.6. Soit 0 < s < k avec k entier, et soit ¢ un C* difféomorphisme global
surRY. Si f € H(RY), alors f o ¢ € H5(RY).

Démonstration. |l suffit d'utiliser la formulation fournie par la Proposition C.7.4 et d'ef-
fectuer un changement de variable. O

Proposition C.7.7. Pour tout réel s, I'espace S(R?) est un sous-espace dense de H*(RY).
d .
Pour tout réel s < —, I'espace So(R?) des fonctions de S(R?) dont la transformée de

2 .
Fourier est identiquement nulle prés de I'origine est un sous-espace dense de H*(RY).

Démonstration. L'espace HS(Rd) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que
I'orthogonal de S(RY) pour le produit scalaire de H(RY) est réduit a {0}. Supposons donc
qu'il existe une distribution f dans H*(RY) telle que pour toute fonction ¢ de S(RY) on ait

| @=FreFee -o.

Alors I'application & — (£)2°Ff (&) est identiquement nulle dans S'(R9), donc Ff = 0 et
donc f = 0.
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De méme supposons qu'il existe une distribution f dans HS(Rd) telle que pour toute
fonction ¢ de So(R?) on ait

| e rreFo@ s ~o.

Alors Ff s'annule sur R? \ {0} et donc Ff = 0. Le résultat suit puisque s < d/2 et
donc H5(RY) est un espace de Hilbert. O

Proposition C.7.8. La multiplication par une fonction de S(Rd) est une application
continue de H¥(RY) sur lui-méme pour tout réel s.

Démonstration. On sait que

1

F((pf) = (27!')d

FoxFf

donc la démonstration de la proposition se réduit a I'estimation de la norme L?(RY) de la
fonction

)= € [ |Foe = ml|Frn)] on.
Veérifions tout d'abord que pour tout réel s, il existe une constante C telle que
(€ < Ce—mlim=.

En effet quitte & échanger € et m on peut supposer que s > 0 et I'on a

(€)° < CL+ |~ P+ n?)?
< CHE—m)*(n)°.
On a donc
) < [ (€= mlFee —mlm)*iF ()] on
et I'inégalité de Young
g % hll2 < llgll [l (C.4)

permet de conclure que

Isl
lof | sray < 22 H<§>‘S|‘7:(PHL1(R:1)||f||HS(Rd)-

L'inégalité (C.4) s'obtient en remarquant que pour toute fonction f € L?(RY), par les
théorémes de Fubini et Cauchy-Schwarz

/ g % h(x) F(x) dx = / / g(y)h(x — y)F(x) dxdy
< / 90)| / I(x — Y| ()] dxdy

< ||f|L2||/7||L2/|g(y)|dy = [Ifll2llhll2llgll s -

La proposition est démontrée. O
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C.7.2. Injections de Sobolev.
Théoréme C.7.9 (Injections de Sobolev - le cas C). Soit k € N un entier. Pour tout
rée/5>%+kona
H*(RY) ¢ CK(RY).
Plus précisément toute fonction f € HS(Rd) est égale presque partout a une fonction

de CK(RY), et il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute
fonction f € H5(RY), on a

max sup [0%F(x)| < C||f|| ys(rdy -
max sup 19% ()| < Clf e

Démonstration. Soit f € HS(Rd) et soit a € N tel que |a| < k. Comme s > %—k k, la

fonction
(1§)~
E—
(&)
appartient a L2(RY), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
(1§~

F(8%F) = (i€)*Ff =

G

appartient a Ll(Rd). On en déduit que la distribution tempérée 0%f s’identifie en fait a une
fonction continue et

0%f(x) = /1R , e S F(8%F)(€) de

1
(2m)?
pour tout x € RY. On a alors

sup [0%F(x)| < ClIf || s ey .
x€RA

Le théoreme est démontré. O

avec

Théoréme C.7.10 (Injections de Sobolev - le cas LP). Si's €]0,d/2[ alors les es-
. 2d
paces H*(RY) et H5(RY) sont continiiment inclus dans L a2 (RY).
Démonstration. Tout d'abord notons que si s > 0 alors H5(R?) est continiment inclus
dans H5(R9) donc il suffit de montrer le résultat pour H5(R?). On remarque ensuite qu'un
argument d’'échelle permet de trouver I'exposant p = 2d/(d — 2s). Soit en effet f une

fonction de S(RY), et posons f; la fonction f,(x) := f(£x) (avec £ > 0). Pour tout p € [1, oo[
ona

_d
Ifelloray = £ PlIfllLoray et

e Gl
2 [ leplrre e de

1R, gy

Sil'inégalité ||| p(ray < C||f|\HS(Rd) est vraie pour toute fonction réguliére f, elle est vraie
aussi pour f; pour tout £ > 0.Cela conduit a la relation p = 2d/(d — 2s).
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Démontrons a présent le théoreme. On va supposer que f est une fonction de So(Rd) (le
résultat suivra par densité) et pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité
que || £l gasy = 1

Commencons par observer que pour tout p € [1, +oo[, grace au théoréme de Fubini on
a pour toute fonction mesurable f,

p _ p
Iy = [ 1FGOPdx

IF ()l
= p// NP~ LdNdx
R? Jo

= p/oo/\p_lu({x € RY/f(x)| > A}) dA,
0

ol u est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer f en basses et hautes fréquences
(pour chaque A) en écrivant f = f, + fy, avec

f = F (Lo Fr) et fyi=F *(legoaFr), (C.5)

ol la constante A > 0 dépend de A et sera déterminée plus tard. Comme le support de la
transformée de Fourier de f, est compact, la fonction f, est bornée. On a plus précisément
en appliquant la transformée de Fourier inverse et I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Ille@ey < @OTINFhlL@a

g(mrﬂ/ €75 €)°| FF(E) | de
B(0,A)

L ds>5 |
(2) (émmmw 1l s

16l oo rey < CsAZ ™S, (C.6)

IN

On a donc

Par I'inégalité triangulaire on a
{xe RY/ IF(x)|>A} C {x € RY/ 2l (x)|>A} U {x € RY/ 2/f(x)|>A} .
Grace a (C.6)ona

P

A= Ap = <4/\C5> "= u({IxeRY/ [H(x)| > A/2}) = 0.

On en déduit avec ce choix de A = Ap que
sy <0 [ 2720 (fx € B9/ 601 > 1/2) dh.

Il est bien connu (c'est I'inégalité de Bienaimé—Tchebychev) que

p({x eRY|f(x)| >N/2}) = dx

/{xeRd/ [ COI>A/2}
/ 4| (x)?
{xere/ 10>n2) N

IN

dx
4
< p||fn||i2(Rd) :
On a donc -
Iy <40 [ A0y 01
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et donc
171, ) < 4p(27)~ / pP-3 / FFE)P dedA., (c.7)
(RY) 0 €[> A

Par définition de Ap on a
€] 2 Ay <= A < 4CJ4)5 .

Alors le théoréeme de Fubini implique que

d
4Cs ¢ P
ey < 4pemy [ [ wsan | 1) P

IN

47[) —d p—2 @ 2
52T T (4C) /Rdél | FF(€)2de .

Comme 2s =

d(p—2)
p

le théoréme est démontré, par densité de So(RY) dans H*(RY). O

Par dualité on peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire C.7.11. Si p appartient a1, 2], alors
. 1 1
LP(RY) € HS(RY) avec s=—d (p - 2) :
Démonstration. Notons que puisque p appartient a ]1,2], alors —d/2 < s < 0. Ecrivons

lallpsray =~ sup {a.9).
H‘p‘les(Rd)Sl

1 1 1 1
Comme —s =d <p — 2) =d (2 - (1 - p)> on a [[¢|lg-sray = C||<p||Lp/(Rd), et donc

||3||H5(Rd) < C sup (a9
el gy <1
< CllallLprey -
Cela conclut la démonstration. O

C.7.3. Trace et reléevement.

Théoréme C.7.12 (Théoréme de trace et relevement). Soit d > 2 et s > 1/2. L'appli-
cation linéaire (dite de trace)

v SRY) — SR
f— ()

avec

se prolonge en une application linéaire continue surjective
v HI(RY) — HE(RITY),

et il existe une application linéaire continue (dite de relévement)
R: H"2(R9"1) — H5(RY)

telle que yo R = /stf%(Rdil).
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Démonstration. Notons x" := (xq, ..., Xg—1). On a pour toute fonction f € S(RY)
V3 sy = € 2PN
et
FOO)E) = 57 [ Fr© dea.
En effet
f XEFF(E)d
(.0) = 7573 / Fr(€) de
1 ix!- g/
- Gy / (5 | 7ri€ 0 dea) o€
donc

FOO)E) = 57 [ FFE) déa.
Mais par Cauchy-Schwarz

‘/R]:f(g) dfd‘2 < (/R<£>25|]:f(£)|2 dgd)(/]%éfgg)

<c( [@IrreP dea) e

d¢
C .= / —
r ()%
et donc puisque s > 1/2 il vient

I, 3 oy < 1 Beceey-

avec

On conclut par densité de S(RY) dans H*(RY) que I'opérateur de trace «y peut bien étre
défini sur H°(R9) et que son image est dans HS*%(]RC’*I). Pour montrer que <y est surjective
définissons un opérateur de relévement

R:H2(RI"1) — H5(RY) telque yoR=Id.

Pour cela on considére une fonction x € D(R) telle que x(0) = 1 et I'on pose, pour g
dans S(R9~1),
L 444;{447 IX £ ! /
RI() = Gomgar [, | € € xOule ) Fa(e) o
= Falou (x(xa(€))Fa(€))) .
On a clairement yo Rg = g et

F(RO)(®) = 1 >(fwgdx>( )T,

donc
1RG5 oy = /Rd<£>25<£’>2|(fxﬁsdx)(<£’>1£d)\2|fg($’)l2 de.
Il vient donc
1RG5 ey < / » /R ()72 (Fragme x((€) 60 0o ) (€)% HF (€ d€’
2
< Cllgl et sy
avec

. 2 2s
= /R FX(OP(Q de
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Le théoréeme est démontré. O

Remarque. On peut définir plus généralement un opérateur de trace pour toute hy-
persurface réguliere ¥ de RY en utilisant la stabilité de HS(R"") par composition par des
diffeomorphismes (Corollaire C.7.6) ansi que la Proposition C.7.8 qui permettent de locali-
ser et redresser le bord.

C.7.4. Espaces de Sobolev sur un ouvert de R,

Définition C.7.13 (Espaces de Sobolev W*P(Q)). Soit Q un ouvert de RY, k un entier,
et p un réel dans [1, 00]. L'espace de Sobolev W P(Q) est défini par

WHP(Q) = {f € LP(Q) /8%f € LP(Q) V| < k}.
Cet espace est muni de la norme

IFllweey == D 18%Fllo).

o<k

On montre facilement que W’“”(Q) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p < oo et
séparable si 1 < p < oo. L'espace de Sobolev HX(Q) := W*2(Q) est un espace de Hilbert
séparable, muni du produit scalaire

(FI9 ) = Y, (8%F16%9) 2()
o<k
L'espace suivant est particulierement utile.
Définition C.7.14. Soit Q un ouvert de R?. L'espace HL(Q) est I'adhérence de D(S2)

pour la norme H(Q). L'espace H™1(S2) est le dual topologique de I'espace HE(Q2) au sens
ou
I lH-1(q) = sup (f. o).
weHé(Q) rH‘pHHl(Q)Sl

Proposition C.7.15 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de RY. Il existe une
constante C telle que pour toute fonction f de Hi(Q2) on ait

12 < CIVFll2@) -

Démonstration. Soit f € D(£2). On écrit tout élément x € Q2 sous la forme x = (x’, x4)
avec X’ € R91 et I'on a

Xd
f(x) = / 8y, F(X', ya) dyag
donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que €2 est borné)
FOR <€ [ 1970000 dv

et le résultat suit par intégration, et par densité de D(Q) dans H(Q). O

Proposition C.7.16 (Inégalités de Gagliardo—Nirenberg). Soit Q un ouvert de RY et
soit p € [2,00[ tel que 1/p > 1/2 — 1/d. Il existe une constante C telle que pour toute
fonction f dans H}(),

d(p—2)

o (C.8)

I1lLe0) < Cllflliz_(‘;z)IIVfIVZQ(Q) avec o=



